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ÎÁËÀÑÒÈ Ñ Ê�ÈÂÎËÈÍÅÉÍÎÉ ��ÀÍÈÖÅÉÂ ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ïðè ðàññìîòðåíèè ÌÊÝ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-ñîíà ñ òåìè èëè èíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òîîáëàñòü ïîëèãîíàëüíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ìîæíî ðàçáèòü, íàïðèìåð, íàòðåóãîëüíèêè ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè. Íî â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàê-òèêå âñòðå÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî çàäà÷ äëÿ îáëàñòåé, ãðàíèöû êîòîðûõëèáî êðèâîëèíåéíû, ëèáî ñîäåðæàò êðèâîëèíåéíûå ó÷àñòêè. Êàê áûòüçäåñü? Ìîæíî ëè ïðèñïîñîáèòü ÌÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ è òàêèõ çàäà÷? Îò-âåò, êîíå÷íî, óòâåðäèòåëüíûé, îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òðàêòîâàòüÌÊÝ ñëåäóåò áîëåå øèðîêî.Ïóñòü Ω � îáëàñòü, ãðàíèöà ∂Ω êîòîðîé êðèâîëèíåéíà. �àçîáüåì ýòó

�èñ. 1îáëàñòü íà òðåóãîëüíèêè, ÷àñòü èç êîòîðûõ (ðàñïîëîæåííûõ â îêðåñò-íîñòè ãðàíèöû) ìîæåò èìåòü îäíó êðèâîëèíåéíóþ ñòîðîíó (ñì. ðèñ. 1).231



232 Ëåêöèÿ 18Çàäàäèì â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêîâ êàêèå-íèáóäü çíà÷åíèÿ è ïîñòðîèì ïîíèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ, íåïðåðûâíóþ, ëèíåéíóþ íà êàæäîì òðåóãîëüíè-êå, �óíêöèþ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ �óíêöèé íàçîâåì Sh (ðàçìåðíîñòüýòîé ñîâîêóïíîñòè � ïðîñòðàíñòâà � ðàâíà ÷èñëó ðàçëè÷íûõ âåðøèí òðå-óãîëüíèêîâ).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì ïðåäúÿâëåíà äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:
−∆u + u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (1)

∂u

∂n

∣∣
∂Ω

= 0. (2)Ïðèñóòñòâèå ìëàäøåãî ÷ëåíà ñ íóæíûì çíàêîì â ýòîì óðàâíåíèè ãà-ðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-÷è Íåéìàíà. Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (1), (2) òàêîâà: íàéòè
u ∈ H1(Ω) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1(Ω),ãäå

a(u, v) =

∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y
+ uv

)
dxdy, l(v) =

∫

Ω

fvdxdy.Òàê êàê Sh ⊂ H1(Ω), òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü îáû÷-íûì îáðàçîì: íàéòè
uh ∈ Sh : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Sh, (3)è, âðîäå áû, íèêàêèõ ïðîáëåì: â ñèëó çàìå÷àíèÿ 16.2 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è(3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà èç òåîðåìû 16.2.Ïðîáëåìû, îäíàêî, åñòü.

• Ïîñêîëüêó ïðèëåãàþùèå ê ∂Ω òðåóãîëüíèêè èìåþò êðèâîëèíåéíóþñòîðîíó, òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî íèì ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåîñó-ùåñòâèìûì.
• Åñëè áû ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2) áûëî íåîäíîðîäíûì èëè ýòî áûëîãðàíè÷íîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà

∂u

∂n
+ κu

∣∣
∂Ω

= 0, (4)



1. Ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöû 233òî ëèíåéíàÿ �îðìà l(v) èëè áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) äîïîëíèòåëüíî ñî-äåðæàëè áû èíòåãðàëû ïî ∂Ω, è ïðè ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è(3) èõ òîæå íóæíî áûëî áû êàê-òî âû÷èñëÿòü.
• Íàêîíåö, åñëè áû âìåñòî åñòåñòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) èëè(4) áûëî ïîñòàâëåíî ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, íàïðèìåð,

u
∣∣
∂Ω

= 0, (5)òî êîíå÷íîýëåìåíòíóþ çàäà÷ó ìû ñìîãëè áû ïîñòàâèòü, ëèøü îáðàçîâàâíîâîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ◦
S

h èç �óíêöèé, êîòîðûå òîæäåñòâåííîðàâíû íóëþ íà âñåõ òðåóãîëüíèêàõ (ñ êðèâîëèíåéíûìè è ïðÿìîëèíåéíû-ìè ñòîðîíàìè), ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ëåæèò íà ∂Ω. Òîëüêîâ ýòîì ñëó÷àå ◦
S

h áóäåò ïðèíàäëåæàòü H1
0(Ω), è ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëî-âèå äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò âûïîëíåíî. ßñíî, ÷òî ýòî ïëîõî ñòî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè ïîëó÷àåìîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, â ÷åì ëåãêîóáåäèòüñÿ íà îäíîìåðíîé ìîäåëè.1. Ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöûÏðåîäîëåíèå òåõ òðóäíîñòåé, êîòîðûå ìû îáíàðóæèëè ïðè èñïîëüçîâà-íèè êðèâîëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ïó-òåì îòêàçà îò òðåóãîëüíèêîâ ñ êðèâîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè ïðîèçâîëüíîãîâèäà.Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω. Ïîñòðîèì åå òðè-àíãóëÿöèþ πh. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì Ω íà òðåóãîëüíèêè, ÷àñòü èç êîòîðûõáóäåò èìåòü îäíó êðèâîëèíåéíóþ ñòîðîíó. Â êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëü-íèêàõ ñîåäèíèì âåðøèíû, ðàñïîëîæåííûå íà ∂Ω, îòðåçêàìè ïðÿìûõ, âðåçóëüòàòå ÷åãî èç êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷èì ïðÿìîëèíåé-íûå. Îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå âñåõ ïðÿìîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ èç Ω÷åðåç Ωh =

⋃
e(i)∈πh

e(i). Òåïåðü óæå, âîîáùå ãîâîðÿ, Ω 6= Ωh, îäíàêî â ñèëóâûïóêëîñòè îáëàñòè Ωh ⊂ Ω. Ýòî áóäåò àïïðîêñèìàöèÿ îáëàñòè Ω.�àññìîòðèì çàäà÷ó (1), (5). Åå âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà òàêîâà:íàéòè
u ∈ H1

0(Ω) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1
0(Ω). (6)
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S

h

(Ωh) � êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõíåïðåðûâíûõ �óíêöèé, çàäàííûõ íà Ωh è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ∂Ωh.Ïðîäîëæèì âñå �óíêöèè èç ◦
S

h

(Ωh) íóëåì ñ Ωh íà Ω. Îáîçíà÷èì íîâîåïðîñòðàíñòâî ÷åðåç ◦
S

h

(Ω). Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè èç ◦
S

h

(Ω) êóñî÷íî-ëèíåéíû, íåïðåðûâíû è ◦
S

h

(Ω) ⊂ H1
0 . Òåì ñàìûì, ïðèáëèæåííûì ðåøå-íèåì çàäà÷è (6) ìîæíî îáúÿâèòü �óíêöèþ

uh ∈
◦
S

h

(Ω) : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈
◦
S

h

(Ω).Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé çàäà÷è ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (òî÷íîåèëè ïðèáëèæåííîå) òîëüêî ïî òðåóãîëüíèêàì ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðî-íàìè, à ýòî ìû äåëàòü óìååì.Â ñèëó òåîðåìû 11.1
a(u − uh, u − uh) = inf

vh∈
◦

S
h

(Ω)

a(u − vh, u − vh).Íî
∫

Ω\Ωh

{[
∂

∂x
(u − vh)

]2

+

[
∂

∂y
(u − vh)

]2

+ (u − vh)2

}
dxdy =

=

∫

Ω\Ωh

{(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+ u2

}
dxdy = onst,

èáî íà Ω \ Ωh �óíêöèè vh ∈
◦
S

h

(Ω) òîæäåñòâåííî íóëåâûå.Ïóñòü
ah(u

h, vh) =

∫

Ωh

(
∂uh

∂x

∂vh

∂x
+

∂uh

∂y

∂vh

∂y
+ uhvh

)
dxdy.Òîãäà

ah(u − uh, u − uh) = inf
vh∈∈

◦

S
h

(Ωh)

ah(u − vh, u − vh). (7)



1. Ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöû 235Ïîëàãàÿ òåïåðü vh = ihu è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
c0 ‖v‖2

H1(Ωh) 6 ah(v, v) 6 c1 ‖v‖2
H1(Ωh),ïîëó÷èì îöåíêó

c0 ‖u − uh‖2
H1(Ωh) 6 c1 ‖u − ihu‖2

H1(Ωh).Åñëè u(x) ∈ H2(Ω), à òðèàíãóëÿöèÿ Ωh ðåãóëÿðíà, è max
Ωh

e(i) 6 h, òî âñèëó òåîðåìû 16.1
‖u − uh‖H1(Ωh) 6 c h.Ìû äîêàçàëè, ÷òî, åñëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò Sh

1 , òîäëÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå â âûïóêëîé îáëàñòè çàìåíà êðèâîëèíåé-íûõ òðåóãîëüíèêîâ ïðÿìîëèíåéíûìè íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîðÿä-êà òî÷íîñòè â H1.Íà ñàìîì äåëå âûïóêëîñòü Ω çäåñü íå ïðè ÷åì, õîòÿ ìû è ïîëüçîâàëèñüýòèì â ñâîèõ ðàññóæäåíèÿõ. Òîò æå ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ íåâûïóêëûõîáëàñòåé ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. (Íå ïóòàòü ñ íåâûïóêëûìè ïîëèãîíàëüíû-ìè îáëàñòÿìè.) Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Ω � íåâûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîéãðàíèöåé. Êàê è â âûïóêëîì ñëó÷àå ïîñòðîèì Ωh. Òåïåðü óæå, âîîáùåãîâîðÿ, Ωh⊂Ω, è ìû íå ìîæåì ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïî-ñêîëüêó f(x, y) íà Ωh íå âåçäå îïðåäåëåíà. ×òî êàñàåòñÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ
Ωh, òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íå âñÿ ∂Ωh ïðèíàäëåæèò Ω, óêàçàííûå óçëûðàñïîëîæåíû íà ∂Ω.Ïóñòü îáëàñòü Ω̃ òàêîâà, ÷òî Ω ⊂ Ω̃ è Ωh ⊂ Ω̃ äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõòðèàíãóëÿöèé πh. "�ëàäêî"ïðîäîëæèì ðåøåíèå u(x, y) çàäà÷è (16.13) ñ Ωíà Ω̃:

ũ(x, y) ∈ H2(Ω̃), ũ(x, y)
∣∣
Ω
= u.Ïðîäîëæèì f èç (16.13) ñ Ω íà Ω̃ ïî �îðìóëå

f̃ = −∆ũ. (8)Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùèì îáðà-çîì:
uh ∈

◦
S

h

(Ωh) : ah(u
h, vh) = lh(v

h) ∀vh ∈
◦
S

h

(Ωh), (9)
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ah(ũ, ṽ) =

∫

Ωh

(∇ũ)T (∇ṽ)dxdy, lh(ṽ) =

∫

Ωh

f̃ ṽdxdy. (10)Çàìåòèì, ÷òî uh èç (9) íå åñòü ãàëåðêèíñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (6), ïîñêîëüêó
ah 6= a.Îöåíèì ðàçíîñòü ìåæäó uh è ũ. Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

‖ũ − uh‖H1(Ωh) 6 ‖ũ − vh‖H1(Ωh) + ‖uh − vh‖H1(Ωh). (11)Åñëè vh ∈
◦
S

h

(Ωh), òî â ñèëó (10) è íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà èç óïðàæíåíèÿ11.5
c ‖uh − vh‖2

H1(Ωh) 6 ah(u
h − vh, uh − vh) =

= ah(u
h, uh − vh) − ah(v

h, uh − vh) =

= lh(u
h − vh) − ah(ũ, uh − vh) + ah(ũ − vh, uh − vh).Ïîñêîëüêó uh − vh ∈

◦
S

h

(Ωh), òî
−ah(ũ, uh − vh) =

∫

Ωh

∆ũ(uh − vh)dxdy,à ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (8), íàõîäèì, ÷òî
lh(u

h − vh) − ah(ũ, uh − vh) =

∫

Ωh

(uh − vh)(f̃ + ∆ũ)dxdy = 0.Òåì ñàìûì,
c ‖uh − vh‖2

H1(Ωh) 6 ah(ũ − vh, uh − vh) 6 ‖ũ − vh‖H1(Ωh)‖uh − vh‖H1(Ωh).Ñîêðàùàÿ íà ‖uh−vh‖H1(Ωh) è êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñ (11),ïîëó÷èì îöåíêó
‖ũh − vh‖H1(Ωh) 6 (1 + c−1)‖ũ − vh‖H1(Ωh).Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå, ÷òî ãðàíè÷íûå óçëû Ωh ðàñïîëîæåíû íà

∂Ω, à ïî ïîñòðîåíèþ ũ|∂Ω = 0, ìîæíî ïîëîæèòü vh = ihũ, ÷òî ïðèâåäåò êóæå ðàññìîòðåííîé çàäà÷å îá îöåíêå èíòåðïîëÿöèè è èñêîìîé îöåíêå
‖ũ − uh‖H1(Ωh) 6 c h |ũ|2H2(Ωh).



2. Êâàäðàòè÷íûå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû â êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè 237Çàìå÷àíèå 1. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòðîåííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âíåâûïóêëîé îáëàñòè çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðîäîëæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-íåíèÿ è åãî êîý��èöèåíòîâ, åñëè îíè íå ïîñòîÿííûå, íà Ω̃. Îäíàêî, äëÿâû÷èñëåíèÿ (ïðèáëèæåííîãî) ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåêòîðà íàãðóçêè îáû÷-íî èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòóðíûå �îðìóëû, è, åñëè óçëàìè êâàäðàòóðíîé�îðìóëû ÿâëÿþòñÿ ëèøü óçëû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, òî ýòîé çàâèñèìîñòèíå áóäåò, è ðåàëüíî íè÷åãî ïðîäîëæàòü íå íóæíî.2. Êâàäðàòè÷íûå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòûâ êðèâîëèíåéíîé îáëàñòèÈç óïðàæíåíèÿ 16.2 ñëåäóåò, ÷òî â ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòè ðåøåíèå çà-äà÷è (16.16) ñ Sh
2 = {vh ∈ C(Ω) | vh|e(i) ∈ P2(e

(i))} âìåñòî Sh
1 ïðèáëèæàåòâ H1 ðåøåíèå çàäà÷è (16.13) u(x, y) ∈ H3(Ω) ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2). Âû-ÿñíèì, ïåðåíîñèòñÿ ëè ýòîò ðåçóëüòàò íà îáëàñòè ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, êàêýòî áûëî â ñëó÷àå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü Ω âûïóêëàÿ, à Ωh =⋃

e(i) ⊂ Ω ïîñòðîåíà òàê æå, êàê è â ï. 1 (ñì. ðèñ. 2). Òåïåðü,
•• •

•

•

• •

• •• •

• •

• •

• •

• •

•

•

•

•
•

•

�èñ. 2 �èñ. 3ïðàâäà, óçëàìè e(i) ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî åãî âåðøèíû, íî è ñåðåäèíû ñòî-ðîí. Ïóñòü êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
Sh

2 (Ωh) = {vh ∈ C(Ωh)
∣∣ vh

∣∣
e(i)∈ P2(e

(i))},à ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (16.13) èùåòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå
◦
S

h

2(Ωh) = {vh ∈ Sh
2 (Ωh)

∣∣ vh
∣∣
∂Ωh

= 0}.
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uh ∈

◦
S

h

2(Ωh) : ah(u
h, vh) = lh(v

h) ∀vh ∈
◦
S

h

2(Ωh),ãäå ah è lh çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (10). Êàê è â ï. 1 (ñì. (7)), íàõîäèì,÷òî äëÿ ëþáîé vh ∈
◦
S

h

2(Ωh)

ah(u − uh, u − uh) 6 ah(u − vh, u − vh). (12)Îäíàêî òåïåðü áðàòü ih,2u â êà÷åñòâå vh íåëüçÿ, òàê êàê ih,2u∈
◦
S

h

2(Ωh),õîòÿ ih,2u ∈ Sh
2 (Ωh). ×òîáû îïèñàòü ïîäõîäÿùèé âûáîð vh, ðàçîáüåì âñåóçëû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èç òðèàíãóëÿöèè πh íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿìíîæåñòâà. Ê ïåðâîìó ìíîæåñòâó îòíåñåì óçëû (xi, yi) = Qi ∈

◦
Ωh

⋃
∂Ω,ãäå ◦

Ωh � âíóòðåííÿÿ ÷àñòü Ωh (íàïîìíèì, ÷òî Ωh = Ωh), à êî âòîðîìó �
(xi, yi) = Pi ∈ ∂Ωh \ ∂Ω. Òåïåðü ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ ũ(x, y),êîòîðàÿ â óçëàõ Qi ñîâïàäàåò ñ u(x, y), à â óçëàõ Pi ðàâíà íóëþ. Ïîëîæèìçàòåì â (12)

vh(x, y) = ih,2ũ(x, y) ∈
◦
S

h

2(Ωh).Èòàê, îòñþäà, èç (10) è (12) îáû÷íûì îáðàçîì íàõîäèì, ÷òî
|u − uh|2H1(Ωh) 6 |u − ih,2ũ|2H1(Ωh) = |u − ih,2u + ih,2(u − ũ)|2H1(Ωh) 6

6 2|u − ih,2u|2H1(Ωh) + 2|ih,2(u − ũ)|2H1(Ωh).Â ñèëó îáîáùåíèÿ òåîðåìû 16.1 íà ñëó÷àé ih,2v ∈ Sh
2 (Ωh) (ñì. óêàçàíèå êóïðàæíåíèþ 16.2),

|u − ih,2u|2H1(Ωh) 6 c h4|u|2H3(Ωh),à
|ih,2(u − ũ)|2H1(Ωh) =

∑

i

u2(Pi)

∫

e(i)

|∇ϕi|2dxdy,ãäå ñóììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îïèñàííîìó âûøå âòîðîìó ìíîæå-ñòâó óçëîâ. Â ýòîì ìíîæåñòâå ñîäåðæèòñÿ O(h−1) óçëîâ (èìåííî ñòîëüêî



3. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 239ýëåìåíòîâ ïðèìûêàåò ê ∂Ω). Ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñíûõ �óíêöèé ϕi ñïðà-âåäëèâî ðàâåíñòâî |∇ϕi| = O(h−1), à ïëîùàäü e(i) åñòü O(h2). Ïîýòîìó
|ih,2(u − ũ)|2H1(Ωh) = O(h−1) max

i
u2(Pi).Äàëåå, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå îò óçëà Pi äî ãëàäêîé ãðàíèöû ∂Ω åñòü

O(h2), à u(x, y)
∣∣
∂Ω

= 0, òî u(Pi) = O(h2|∇u|) è, ñëåäîâàòåëüíî,
|ih,2(u − ũ)|H1(Ωh) = O(h3/2),à ïîòîìó è
|u − uh|H1(Ωh) = O(h3/2).Ýòî íà ïîëïîðÿäêà õóæå, ÷åì àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà äëÿ ïîëèãîíàëüíîéîáëàñòè (ñì. óïðàæíåíèå 16.2), è, ñëåäîâàòåëüíî, òàê èñïîëüçîâàòü êâàä-ðàòè÷íûå ýëåìåíòû íåöåëåñîîáðàçíî.3. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòûÂíîâü îáðàòèìñÿ ê îáëàñòè ñ ãëàäêîé (êðèâîëèíåéíîé) ãðàíèöåé. Âîòëè÷èå îò ïîëèãîíàëüíûõ îáëàñòåé, ãäå ãëàäêîñòü èñêîìîãî ðåøåíèÿ ñó-ùåñòâåííî îãðàíè÷åíà íàëè÷èåì óãëîâ íà ãðàíèöå, â îáëàñòÿõ ñ ãëàäêîéãðàíèöåé ðåøåíèå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ãëàäêèì. Çäåñü ãëàäêîñòüðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîñòüþ âõîäíûõ äàííûõ: ãðàíèöû,ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîý��èöèåíòîâ è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìóèìåííî äëÿ çàäà÷ â ãëàäêèõ îáëàñòÿõ áûëî áû öåëåñîîáðàçíûì èñïîëüçî-âàòü ìíîãîòî÷å÷íûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþòî÷íîñòü êàê ðàç íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ. Âîïðîñ òîëüêî â òîì: êàê ñòðîèòüòàêèå ñõåìû, åñëè ãðàíèöà êðèâîëèíåéíàÿ. Â ï. 2 ìû óáåäèëèñü, ÷òî èñ-ïîëüçîâàíèå øåñòèòî÷å÷íûõ ïðÿìîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïðîáëåìó íåðåøàåò.Âûõîä ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè òàê íàçûâàåìîé èçîïàðàìåòðè÷åñêîé òåõ-íèêè, êîòîðàÿ íàðÿäó ñ ïðÿìîëèíåéíûìè òðåóãîëüíèêàìè äîïóñêàåò èñ-ïîëüçîâàíèå òðåóãîëüíèêîâ ñî ñïåöèàëüíûìè êðèâîëèíåéíûìè ñòîðîíà-ìè. (Ìû óæå çíàåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òðåóãîëüíèêîâ ñ äîñòàòî÷íî îá-ùèìè êðèâîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè ïðèâîäèò ê ïðàêòè÷åñêè íå ïðåîäîëè-ìûì âû÷èñëèòåëüíûì òðóäíîñòÿì ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû æåñòêîñòè è



240 Ëåêöèÿ 18âåêòîðà íàãðóçêè.) Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òðåóãîëüíèêàìèñ îäíîé êðèâîëèíåéíîé ñòîðîíîé, êîòîðàÿ ïðèëåãàåò ê ãðàíèöå ∂Ω.
1

2

3

4

5

6

•

•

•

•

•

• ẽ
Ω

∂Ω
y

x�èñ. 4 �èñ. 5

t

s

ê

1 24

5

3

6

• •

•

•

•
•

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíà ÷àñòü îáëàñòè Ω è øåñòèòî÷å÷íûé êðèâîëèíåé-íûé òðåóãîëüíèê ẽ, óçëû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ, â ñåðåäèíàõïðÿìîëèíåéíûõ ñòîðîí è ãäå-òî íà êðèâîëèíåéíîé ñòîðîíå. Â äàííîì êîí-òåêñòå ïðàâèëüíåå áûëî áû ãîâîðèòü íå î êðèâîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå,à òîëüêî î ïðèíàäëåæàùèõ åãî ãðàíèöå øåñòè óçëàõ. Ââåäåì â ðàññìîò-ðåíèå ðåïåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ê ñ óçëàìè â âåðøèíàõ èñåðåäèíàõ ñòîðîí (ñì. ðèñ. 5) è óñòàíîâèì åãî ñâÿçü ñ ẽ. Ó íàñ íåò íè-êàêèõ øàíñîâ îòîáðàçèòü ðåïåðíûé òðåóãîëüíèê ê íà êðèâîëèíåéíûé ẽïðè ïîìîùè ïðîñòûõ �óíêöèé. Îò ýòîé çàòåè îòêàæåìñÿ ñðàçó. Ïîñòàâèìáîëåå ñêðîìíóþ çàäà÷ó: îòîáðàçèòü óçëû ê â óçëû ẽ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòüïðè ïîìîùè êâàäðàòè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
x = P2(s, t), y = Q2(s, t).Î÷åâèäíî, ÷òî

x =

6∑

j=1

xjϕj, y =

6∑

j=1

yjϕj, (13)ãäå (xj, yj) � êîîðäèíàòû j-ãî óçëà íà ïëîñêîñòè Oxy, à ϕj � �óíêöèè�îðìû êâàäðàòè÷íîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà (10.1), (10.2)
ϕ1 = ζ1(2ζ1 − 1), ϕ2 = ζ2(2ζ2 − 1), ϕ3 = ζ3(2ζ3 − 1),

ϕ4 = 4ζ1ζ2, ϕ5 = 4ζ2ζ3, ϕ6 = 4ζ1ζ3.



3. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 241Èçó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå (13). Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà áàçèñíîìòðåóãîëüíèêå èìåþò ïðîñòîé âèä:
ζ2 = s, ζ3 = t, ζ1 = 1 − s − t.Ïîýòîìó

ϕ1 = (1 − s − t)(1 − 2s − 2t), ϕ2 = s(2s − 1), ϕ3 = t(2t − 1),

ϕ4 = 4(1 − s − t)s, ϕ5 = 4st, ϕ6 = 4(1 − s − t)t.Îòñþäà è èç (13) íàõîäèì, ÷òî, íàïðèìåð,
x = x1 + (−3x1 − x2 + 4x4)s + (−3x1 − x3 + 4x6)t+

+ 2(x1 + x2 − 2x4)s
2 + 2(x1 + x3 − 2x6)t

2 + 4(x1 − x4 + x5 − x6)st.Ïîñêîëüêó ÷åòâåðòûé è øåñòîé óçëû ðàñïîëîæåíû â ñåðåäèíàõ ñòîðîí,òî
x4 = (x1 + x2)/2, x6 = (x1 + x3)/2,è êâàäðàòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåâðàùàåòñÿ â áèëèíåéíîå

x = A1 + B1s + C1t + D1st,

y = A2 + B2s + C2t + D2st,
(14)ãäå

A1 = x1, B1 = x2 − x1, C1 = x3 − x1, D1 = −2(x2 + x3 − 2x5),

A2 = y1, B2 = y2 − y1, C2 = y3 − y1, D2 = −2(y2 + y3 − 2y5).Çàìå÷àíèå 2. Åñëè áû ðàññìàòðèâàåìûé êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê
ẽ áûë ïðÿìîëèíåéíûì, è ïÿòûé óçåë ðàñïîëàãàëñÿ â ñåðåäèíå ñòîðîíû, òî
x5 = (x2+x3)/2, y5 = (y2+y3)/2, è êîý��èöèåíòû D1 èD2 ïðåîáðàçîâàíèÿ(14) áûëè áû ðàâíû íóëþ, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå (14) �àêòè÷åñêè áûëî áûíå êâàäðàòè÷íûì, à ëèíåéíûì.Èçó÷èì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êóäà ïðåîáðàçîâàíèå (14), ïåðåâîäÿùååóçëû â óçëû, ïåðåâîäèò ðåïåðíûé òðåóãîëüíèê ê. Ïóñòü s = 0. Òîãäà
x = A1 + C1t, y = A2 + C2t. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòîðîíà ðåïåðíîãî òðå-óãîëüíèêà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ïðÿìîé s = 0, ïåðåõîäèò â ïðÿìîëèíåéíûé



242 Ëåêöèÿ 18îòðåçîê, ðàñïîëîæåííûé íà ïðÿìîé (x−A1)/C1 = (y−A2)/C2. Àíàëîãè÷-íî, ïðè t = 0 (x−A1)/B1 = (y −A2)/B2, ò.å. åñëè ñðåäèííûå ÷åòâåðòûéè øåñòîé óçëû êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû â ñåðåäèíàõïðÿìîëèíåéíûõ ñòîðîí, òî ïðåîáðàçîâàíèåì (14) ïðÿìîëèíåéíûå ñòî-ðîíû ðåïåðíîãî òðåóãîëüíèêà ê ïåðåâîäÿòñÿ â ïðÿìîëèíåéíûå ñòîðîíû
ẽ. Ïðåæäå ÷åì âûÿñíÿòü, êóäà ïåðåõîäèò ãèïîòåíóçà ðåïåðíîãî òðåóãîëü-íèêà ê, èññëåäóåì âîïðîñ îá îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ (14). Ïóñòü

(s, t) −→ (x′, y′) −→ (x, y),ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå (14) îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà, ïðè÷åì ïîñëåäíååïðåîáðàçîâàíèå (x′, y′) −→ (x, y) ëèíåéíîå è òàêîå, ïðè êîòîðîì â âåðøè-íû ẽ ïåðåõîäÿò âåðøèíû ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêàïëîñêîñòè Ox′y′ (ñì. ðèñ. 6). Èìåííî
x′

1 = 0, y′1 = 0; x′
2 = 1, y′2 = 0; x′

3 = 0, y′3 = 1.Òîãäà x′
4 = 1/2, y′4 = 0 è x′

6 = 0, y′6 = 1/2, à x′
5 è y′5 � êàêèå-òî.

5

ẽ′

y′

x′

1 24

3

• •

•

•

•

•

6

�èñ. 6ßêîáèàí ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñòîÿíåí è, ñëåäîâàòåëüíî, íå îáðàùàåò-ñÿ â íóëü. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ íóæíî èçó÷èòü òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèå
(s, t) −→ (x′, y′). Äëÿ íåãî

A′
1 = 0, B′

1 = 1, C ′
1 = 0, D′

1 = 4(x′
5 − 1/2) =: a,

A′
2 = 0, B′

2 = 0, C ′
2 = 1, D′

2 = 4(y′5 − 1/2) =: b,
(15)
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x′ = s + ast, y′ = t + bst. (16)ßêîáèàí ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ det Ĵ(s, t) = 1 + at + bs ëèíååí è íå îá-ðàùàåòñÿ íà ê â íóëü, åñëè â âåðøèíàõ ê èìååò çíà÷åíèÿ îäíîãî çíàêà.Ïîñêîëüêó

det Ĵ(0, 0) = 1, det Ĵ(1, 0) = 1 + b, det Ĵ(0, 1) = 1 + a,òî ïðåîáðàçîâàíèå (16) áóäåò íåâûðîæäåííûì íà ê, åñëè è 1 + a > 0, è
1+b > 0. Îòñþäà â ñèëó (15) âûòåêàþò ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà êîîðäèíàòûóçëà (x′

5, y
′
5):

x′
5 > 1/4, y′5 > 1/4. (17)Ýòè óñëîâèÿ îãðàíè÷èòåëüíûå. Íàïðèìåð, äëÿ êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëü-íèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 7, îíè íå âûïîëíÿþòñÿ, â òî âðåìÿ

y′

x′

1

1

1/4

1/4 1

1

1/4

1/4

y′

x′�èñ. 7 �èñ. 8êàê äëÿ êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 8, èìååòñÿáîëüøàÿ ñâîáîäà äëÿ âûáîðà òî÷êè íà êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöå. Ñëåäóåò,îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî òðåóãîëüíèê íà ðèñ. 7 âðÿä ëè îáëàäàåò õîðîøè-ìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè, è åãî öåëåñîîáðàçíî ðàçáèòü íà äâàòðåóãîëüíèêà, ïîñëå ÷åãî ïðîáëåìà áóäåò ñíÿòà.Òåïåðü ïîñìîòðèì, êóäà íà ïëîñêîñòè Ox′y′ ïåðåõîäèò ãèïîòåíóçà ðå-ïåðíîãî òðåóãîëüíèêà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ íàì ýòîíèãäå íå ïîíàäîáèòñÿ, è çäåñü ìû óäîâëåòâîðÿåì ëèøü ñîáñòâåííîå ëþ-áîïûòñòâî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (16) è ðèñ. 5, íàõîäèì, ÷òî èñêîìàÿ



244 Ëåêöèÿ 18êðèâàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
x′ = s + ast, y′ = t + bst, s + t = 1. (18)Çàìåòèì, ÷òî åñëè a + b = 0, òî x′ + y′ = 1, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ãèïîòåíóçàïåðåõîäèò â îòðåçîê ïðÿìîé, êàê è ïðè a = b = 0, íî ïðåîáðàçîâàíèå (16)îñòàåòñÿ áèëèíåéíûì. Ïóñòü a + b 6= 0. Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (18)âûòåêàåò, ÷òî

bs − at = bx′ − ay′.Îòñþäà è èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (18) íàõîäèì
s =

bx′ − ay′ + a

a + b
, t =

−bx′ + ay′ + b

a + b
,à, ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ s è t, íàïðèìåð, â ïåðâîå óðàâíåíèå (18), ïî-ëó÷èì óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà

(bx′ − ay′)2 + (b(a − b) + a + b)x′ + (a(b − a) + a + b) y′−
− (a + b + ab) = 0. (19)Ïîñêîëüêó ìàòðèöà

[
b2 −ab

−ab a2

] (20)êâàäðàòè÷íîé �îðìû (bx′ − ay′)2 âûðîæäåíà, òî íàéäåííàÿ êðèâàÿ ÿâ-ëÿåòñÿ ïàðàáîëîé, îñü êîòîðîé êîëëèíåàðíà âåêòîðó [a b]T , ÿâëÿþùåìóñÿñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû (20), îòâå÷àþùèì íóëåâîìó ñîáñòâåííî-ìó çíà÷åíèþ. Íà ðèñ. 9 ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåí òðåóãîëüíèê e′, êðè-âîëèíåéíàÿ ñòîðîíà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ïàðàáîëîé (19), à øòðèõîâîé



3. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 245ëèíèåé � îáðàç íà Ox′y′ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ẽ.
y′

x′•

•

•

•

•

•

�èñ. 9
Ïîñêîëüêó, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïðåîáðàçîâàíèå (x′, y′) −→ (x, y) ëè-íåéíîå, òî è íà èñõîäíîé ïëîñêîñòè Oxy îáðàçîì ðåïåðíîãî òðåóãîëüíèêà
ê áóäåò êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê e ñ äâóìÿ ïðÿìîëèíåéíûì ñòîðîíàìèè îäíîé êðèâîëèíåéíîé � ïàðàáîëîé. Ýòà ïàðàáîëà îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåìçàäàíèÿ íåêîòîðûõ îñåé è êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè ïî óçëàì 3, 5 è 2,ïðèíàäëåæàùèì èñõîäíîé ãðàíèöå ∂Ω. Çàìåíèì èñõîäíûé êðèâîëèíåé-íûé òðåóãîëüíèê ẽ êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëüíèêîì e. Ýòî ïðèâåäåò ê çà-ìåíå êðèâîëèíåéíîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû ∂Ω â ïðåäåëàõ ẽ êóñêîì ïàðàáîëû,èíòåðïîëèðóþùåé èñõîäíóþ êðèâóþ ïî òðåì óçëàì. Â ï. 2 ïðè èñïîëüçî-âàíèè êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìû ïûòàëèñü èíòåðïîëèðîâàòü ãëàäêóþãðàíèöó â ïðåäåëàõ ýëåìåíòà ëèíåéíî, ÷òî îêàçàëîñü íå âïîëíå óäîâëå-òâîðèòåëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.Êâàäðàòè÷íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ãðàíèöû ïðèâîäèò ê áîëåå òî÷íîé àïïðîê-ñèìàöèè îáëàñòè Ω è â òî æå âðåìÿ ñíèìàåò âîçíèêøèå ïðè ëèíåéíîéèíòåðïîëÿöèè ïðîáëåìû ñ îöåíêîé òî÷íîñòè êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèèíà ýëåìåíòå.Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïèòü ê àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ íà e. Ïîñêîëüêóåñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó e è ðåïåðíûì ïðÿìîëè-íåéíûì òðåóãîëüíèêîì ê, òî ïðîùå ýòî äåëàòü íà ê. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòüïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â âèäå êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà íà ê, ò.å. áóäåì



246 Ëåêöèÿ 18ñ÷èòàòü, ÷òî
û(s, t) =

4∑

j=1

ujϕj(s, t), (s, t) ∈ ê.Íà e ïðåäñòàâëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh(x, y) áóäåò áîëåå ñëîæ-íûì, äà è âûïèñàòü åãî íå òàê ïðîñòî, íî íàì ýòîãî è íå íóæíî, ïîñêîëüêóâñå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî (è íóæíî) ïðîâîäèòü íà ê.Òåõíèêà, ïðè êîòîðîé è êðèâîëèíåéíàÿ ãðàíèöà êîíå÷íîãî ýëåìåíòàè ðåøåíèå íà ýòîì ýëåìåíòå àïïðîêñèìèðóþòñÿ îäíèìè è òåìè æå�óíêöèÿìè, íàçûâàåòñÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêîé, à ñàìè êîíå÷íûå ýëåìåí-òû � èçîïàðàìåòðè÷åñêèìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè. Îòìåòèì, ÷òî èñ-ïîëüçîâàííûå íàìè â ï. 1 äëÿ àïïðîêñèìàöèè êðèâîëèíåéíîé îáëàñòèòðåóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè âìåñòåñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé ðåøåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ èçîïàðà-ìåòðè÷åñêèìè. Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îöåíêå òî÷íîñòè êâàäðà-òè÷íîé èíòåðïîëÿöèè íà èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ (øåñòèòî÷å÷íûõ) êîíå÷íûõýëåìåíòàõ.Âîñïîëüçóåìñÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêèìè øåñòèòî÷å÷íûìè êîíå÷íûìè ýëå-ìåíòàìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (16.13). Ïîñìîòðèì, íàïðèìåð, êàê áóäåò âû-÷èñëÿòüñÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà. Â îòëè÷èå îò ï. 10.2, ãäå ìàòðèöàæåñòêîñòè ñòðîèëàñü íà ïðÿìîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå, è âñå èíòåãðàëûìîæíî áûëî âû÷èñëèòü òî÷íî ïî �îðìóëå (8.17), ÷òî ïðèâåëî ê �îðìóëå(10.4), çäåñü ñèòóàöèÿ áîëåå ñëîæíàÿ. Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ òðåóãîëü-íèê íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì, è íóæíî äåëàòü èçîïàðàìåòðè÷åñêîåïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ÷òîáû ïåðåéòè ê ðåïåðíîìó òðåóãîëüíèêó ñïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîåâûðàæåíèå ñèëüíî óñëîæíÿåòñÿ, è ïîÿâëÿåòñÿ ðåàëüíàÿ íåîáõîäèìîñòüèñïîëüçîâàíèÿ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë. Èòàê, îò ïðîñòîãî èíòåãðàëà ïîñëîæíîé îáëàñòè ìû ïðèõîäèì ê ñëîæíîìó èíòåãðàëó ïî òðåóãîëüíèêó.Ïóñòü e(i) � èçîïàðàìåòðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, êðèâîëèíåéíàÿ ñòîðîíàêîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêóþ ïàðàáîëó, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò ãè-ïîòåíóçà áàçèñíîãî òðåóãîëüíèêà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (13). Ýëåìåíò k
(i)
pq



3. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 247ìàòðèöû æåñòêîñòè K(i) ñîãëàñíî (5.3) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
k(i)

pq =

∫

e(i)

(
∂ϕp

∂x

∂ϕq

∂x
+

∂ϕp

∂y

∂ϕq

∂y

)
dxdy.Èçó÷èì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè ∫

e(i)

∂u
∂x

∂v
∂xdxdy. Äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèå (13),íàõîäèì, ÷òî

∫

e(i)

∂u

∂x

∂v

∂x
dxdy =

∫

ê

(
∂û

∂s

∂s

∂x
+

∂û

∂t

∂t

∂x

)(
∂v̂

∂s

∂s

∂x
+

∂v̂

∂t

∂t

∂x

)
det
[
Ĵ(s, t)

]
dsdt,(21)ãäå Ĵ(s, t)�ìàòðèöà ßêîáè ïðåîáðàçîâàíèÿ (13). Äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ýòîé�îðìóëå íàì íóæíî çíàòü ∂s/∂x è ∂t/∂x, â òî âðåìÿ êàê ñîîòíîøåíèÿ(13) çàäàþò ïðåîáðàçîâàíèå ïóòåì ïðîñòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ x è y ÷åðåç s è

t, êîòîðîå îáðàùàåòñÿ ñîâñåì íå ïðîñòî. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè ∂s/∂xè ∂t/∂x, à òàêæå ∂s/∂y è ∂t/∂y ìû ïîéäåì ïî äðóãîìó ïóòè. Èìååì
dx =

∂x

∂s
ds +

∂x

∂t
dt, dy =

∂y

∂s
ds +

∂y

∂t
dt,ò.å. [

dx

dy

]
= Ĵ(s, t)

[
ds

dt

]
,

[
ds

dt

]
= Ĵ−1(s, t)

[
dx

dy

]
.Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ds =
∂s

∂x
dx +

∂s

∂y
dy, dt =

∂t

∂x
dx +

∂t

∂y
dy,ò.å. [

ds
dt

]
= A

[
dx
dy

]è, ñëåäîâàòåëüíî, A = Ĵ−1(s, t). Òåì ñàìûì, èñêîìûå ïðîèçâîäíûå, ÿâëÿ-þùèåñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû A, íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ĵ(s, t)A =

I. �åøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì, ÷òî
∂s

∂x
=

∂y/∂t

det[Ĵ(s, t)]
,

∂t

∂x
= − ∂y/∂s

det[Ĵ(s, t)]
,

∂s

∂y
= − ∂x/∂t

det[Ĵ(s, t)]
,

∂t

∂y
=

∂x/∂s

det[Ĵ(s, t)]
.
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∫

e(i)

∂u

∂x

∂v

∂x
dxdy =

=

∫

ê

(
∂û

∂s

∂y

∂t
− ∂û

∂t

∂y

∂s

)(
∂v̂

∂s

∂y

∂t
− ∂v̂

∂t

∂y

∂s

)
[det Ĵ(s, t)]−1dsdt.

(22)
Àíàëîãè÷íî,

∫

e(i)

∂u

∂y

∂v

∂y
dxdy =

=

∫

ê

(
∂û

∂s

∂x

∂t
+

∂û

∂t

∂x

∂s

)(
−∂v̂

∂s

∂x

∂t
+

∂v̂

∂t

∂x

∂s

)
[det Ĵ(s, t)]−1dsdt.

(23)
Ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè â (22), (23) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå�óíêöèè, è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ íóæíî èñïîëüçîâàòü êâàä-ðàòóðíûå �îðìóëû.

4. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå ÷åòûðåõóãîëüíèêèÈçîïàðàìåòðè÷åñêàÿ òåõíèêà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà è ïðè èñïîëüçî-âàíèè ÷åòûðåõóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ï. 10.3 ðàññìàòðèâàëèñüáèïîëèíîìèàëüíûå è äðóãèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû.Òàì îòìå÷àëîñü, ÷òî ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà äîëæ-íû áûòü ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì. Èñïîëüçîâàíèå èçîïàðàìåò-ðè÷åñêîé òåõíèêè ïîçâîëÿåò ñíÿòü ýòî îãðàíè÷åíèå è äàæå ðàçðåøàåòêîíå÷íûì ýëåìåíòàì íå èìåòü ïðÿìîóãîëüíóþ �îðìó.Íà ðèñ. 10 èçîáðàæåí ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè,à íà ðèñ. 11 � êâàäðàò. Îòîáðàçèì âåðøèíû êâàäðàòà â ñîîòâåòñòâóþùèåâåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
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(x1, y1)

θ1

1

e(i)

2
(x2, y2)

3

(x3, y3)

0

4 (x4, y4)

l1

l2l2

l4

l3

y

x

1 −1 2

34

−1 0 1

1

t

s

ê

�èñ. 10 �èñ. 11Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåò, íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâà-íèå
x =

4∑

j=1

xjϕj(s, t), y =

4∑

j=1

yjϕj(s, t), (24)ãäå ϕj(s, t) � áèëèíåéíûå �óíêöèè �îðìû èç (10.6). Íà ñàìîì äåëå, (24)îñóùåñòâëÿåò íå òîëüêî îòîáðàæåíèå âåðøèí â âåðøèíû, íî è âñåãî êâàä-ðàòà ê â ÷åòûðåõóãîëüíèê e(i). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïî-êàçàòü, ÷òî ñòîðîíû êâàäðàòà ïåðåõîäÿò â ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà, èÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëîæèòåëåí. Ïîñìîòðèì, íàïðèìåð, êóäà ïåðå-õîäèò ïðè îòîáðàæåíèè (24) ñòîðîíà êâàäðàòà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ïðÿìîé
t + 1 = 0. Èìååì

x(s,−1) = x1ϕ1(s,−1) + x1ϕ2(s,−1) =

= x1(1 − s)/2 + x2(1 + s)/2 = x1 + (x2 − x1)(s + 1)/2.Àíàëîãè÷íî,
y(s,−1) = y1 + (y2 − y1)(s + 1)/2.Èñêëþ÷àÿ s, íàõîäèì, ÷òî

x − x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
.



250 Ëåêöèÿ 18Ýòî � óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1)è (x2, y2), íà êîòîðîé è ëåæèò ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîðîíà ÷åòûðåõóãîëüíè-êà ê. Èòàê, ãðàíèöà ∂ê ïåðåõîäèò â ãðàíèöó ∂e(i). Íàéäåì ÿêîáèàí ïðåîá-ðàçîâàíèÿ (24). Èìååì
∂x

∂s
=

1

4
[(−x1 + x2 + x3 − x4) + (x1 − x2 + x3 − x4)t] ,

∂x

∂t
=

1

4
[(−x1 − x2 + x3 + x4) + (x1 − x2 + x3 − x4)s] ,

∂y

∂s
=

1

4
[(−y1 + y2 + y3 − y4) + (y1 − y2 + y3 − y4)t] ,

∂y

∂t
=

1

4
[(−y1 − y2 + y3 + y4) + (y1 − y2 + y3 − y4)s] ,ò.å.

∂x

∂s
= a + bt,

∂x

∂t
= c + bs,

∂y

∂s
= A + Bt,

∂y

∂t
= C + Bs,ãäå a, . . . , C � ïîñòîÿííûå. Ïîýòîìó

det[Ĵ(s, t)] = (aC − cA) + (aB − bA)s + (bC − cB)tåñòü ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ. ßêîáèàí det[Ĵ(s, t)] íå áóäåò îáðàùàòüñÿ â íóëüíà ê, åñëè åãî çíà÷åíèÿ â âåðøèíàõ ê îäíîãî çíàêà. Èìååì
det[Ĵ(−1,−1)] =

∣∣∣∣
a − b c − b

A − B C − B

∣∣∣∣ =
1

4

∣∣∣∣
x2 − x1 x4 − x1

y2 − y1 y4 − y1

∣∣∣∣ =

=
1

4

∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x4

y1 y2 y4

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

1

2
S∆124

=
1

2
l1l2 sin θ1.Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ÿêîáèàíà â äðóãèõ âåðøèíàõ ê. Òåìñàìûì, ÿêîáèàí íà ê áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê e(i)ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è íåâûðîæäåííûì, ò.å. âñå åãî óãëû ìåíüøå π.Èòàê, ÷åòûðåõóãîëüíèê e(i), èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 10, ìîæåò áûòü èñ-ïîëüçîâàí â êà÷åñòâå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, îäíàêî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåíà íåì áóäåò çàäàâàòüñÿ â âèäå áèëèíåéíîé �óíêöèè íå ïî ïåðåìåííûì

x, y, à ïî ïåðåìåííûì s, t. Â ïåðåìåííûõ x, y, ýòî áóäåò ãëàäêàÿ, íî áîëååñëîæíàÿ �óíêöèÿ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî íå èìååò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ,



5. Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå 251ïîñêîëüêó âñå âû÷èñëåíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåêòîðàíàãðóçêè ïðîâîäÿòñÿ â ïåðåìåííûõ s, t.Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê e(i) ðàñïîëîæåí â îêðåñòíîñòè êðèâîëèíåéíîéãðàíèöû, òî îäíà èç åãî ñòîðîí áóäåò êðèâîëèíåéíîé. Çàìåíèì â ýòîì÷åòûðåõóãîëüíèêå êðèâîëèíåéíóþ ñòîðîíó ïðÿìîëèíåéíîé, ñîåäèíèâ åãîâåðøèíû, ïîïàâøèå íà ãðàíèöó, îòðåçêîì ïðÿìîé. �àññóæäåíèÿ, àíàëî-ãè÷íûå èñïîëüçîâàííûì â ï. 1, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè áèëèíåéíîé àïïðîê-ñèìàöèè ðåøåíèÿ òàêàÿ çàìåíà íå ïðèâîäèò ê óõóäøåíèþ òî÷íîñòè ïðè-áëèæåííîãî ðåøåíèÿ â H1!Ñ òåì æå óñïåõîì ïðè êóñî÷íî-áèêâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ðåøå-íèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ áèêâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå ê íà e(i), â êîòîðîì âñåðåäèííûå óçëû ïðÿìîëèíåéíûõ ñòîðîí e(i) ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèåñåðåäèííûå óçëû ê. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ îä-íîé êðèâîëèíåéíîé ñòîðîíîé, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò ãðàíèöó ∂Ω ëó÷-øå, ÷åì ïðÿìàÿ.5. Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå�àññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
−∆u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, u = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω. (25)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü ïîëèãîíàëüíà, ãðàíè÷íàÿ �óíêöèÿ g(x, y)íåïðåðûâíà íà ∂Ω, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ v(x, y) ∈ H1(Ω), ÷òî

v|∂Ω = g(x, y). Ýòà �óíêöèÿ â äàëüíåéøåì íå áóäåò ó÷àñòâîâàòü â âû-÷èñëèòåëüíîì ïðîöåññå è ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå èñêëþ÷èòåëüíî èç-çàòîãî, ÷òî çäåñü ìû íå èìååì èíîé âîçìîæíîñòè îïèñàòü òðåáóåìûå ñâîé-ñòâà ãëàäêîñòè g(x, y) íà ãðàíèöå. ×òîáû ïîñòàâèòü îòâå÷àþùóþ (25) âà-ðèàöèîííóþ çàäà÷ó, íàðÿäó ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì H1
0(Ω) íàì ïîòðåáóåòñÿà��èííîå ìíîãîîáðàçèå

H1
E(Ω) :=

{
v ∈ H1

∣∣ v
∣∣
∂Ω

= g(x, y)
}

.Ñ ó÷åòîì ââåäåííîãî îáîçíà÷åíèÿ âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è(25) áóäåò èìåòü âèä: íàéòè
u(x, y) ∈ H1

E(Ω) : a(u, v) = l(v) ∀ v ∈ H1
0(Ω), (26)



252 Ëåêöèÿ 18ãäå a(u, v) è l(v) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (16.15).Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è, çàìå-òèì, ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè ÌÊÝ ãàëåðêèíñêîãîòèïà, èáî íè äëÿ êàêîãî êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà Sh êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé âêëþ÷åíèå â H1
E(Ω), âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæ-íî. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü òîò ñëó÷àé, êîãäà ñàìà �óíêöèÿ g(x, y)ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé, íî ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñëèøêîì îãðà-íè÷èòåëüíî. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (26) ìû âûíóæäåíû ñòðîèòü ÌÊÝ íåãàëåðêèíñêîãî òèïà. Êàê ìû óæå âèäåëè ðàíüøå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñ-ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è èçîïàðàìåòðè÷åñêîé òåõíèêè, ýòî íå ïðèâîäèòê êàêèì-ëèáî ñåðüåçíûì ïîñëåäñòâèÿì äëÿ êà÷åñòâà ïðèáëèæåííîãî ðå-øåíèÿ, íî ëèøàåò íàñ âîçìîæíîñòè ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ïîëü-çîâàòüñÿ îñíîâíîé òåîðåìîé 11.2.Ïóñòü πh � òðèàíãóëÿöèÿ Ω, Sh ⊂ H1(Ω) � êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðî-ñòðàíñòâî, à ωh � ìíîæåñòâî âñåõ óçëîâ. Åñëè Sh ñîâïàäàåò ñ Sh

1 èç ëåêöèè8, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíêöèé,òî ìíîæåñòâî ωh áóäåò îáðàçîâàíî âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêîâ èç òðèàí-ãóëÿöèè πh. Åñëè Sh îáðàçîâàíî êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûìè �óíêöèÿìè, òîïðè îáðàçîâàíèè ωh ê âåðøèíàì òðåóãîëüíèêîâ äîáàâÿòñÿ ñåðåäèíû èõñòîðîí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
γh = ωh

⋂
∂Ωìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ òðèàíãóëÿöèè πh, è ïóñòü

◦
S

h

:=
{
vh ∈ Sh

∣∣ vh(xk, yk) = 0, (xk, yk) ∈ γh
}

.Î÷åâèäíî, ÷òî ◦
S

h

⊂ H1
0(Ω). Ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (26) íàçî-âåì òàêóþ �óíêöèþ

uh ∈ Sh : a(uh, vh) = l(vh) ∀ vh ∈
◦
S

h

, (27)êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
uh(xk, yk) = g(xk, yk), (xk, yk) ∈ γh. (28)Çàìå÷àíèå 3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (27), (28) àíàëîãè÷íà ïîñòàíîâêå (3.23)â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Íî, åñëè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòà ïîñòàíîâêà áûëà



5. Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå 253ýêâèâàëåíòíà ïîñòàíîâêå (3.22), òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå
Sh
⋂

H1
E(Ω), âîîáùå ãîâîðÿ, ïóñòî.Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è(27), (28) ìû íå ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíîé òåîðåìîé 11.2, îäíàêîîöåíêà

‖uh − u‖1 6 c ‖ihu − u‖1îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé. Â ñàìîì äåëå, èç (26) è (27) ñëåäóåò, ÷òî
a(u − uh, vh) = 0 ∀ vh ∈

◦
S

h

,à ïîñêîëüêó ihu − uh ∈
◦
S

h, òî è
a(u − uh, ihu − uh) = 0.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

a(ihu − uh, ihu − uh) = a(ihu − u, ihu − uh).Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå a(v, v) = |v|21, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâàØâàðöà íàõîäèì, ÷òî
|ihu − uh|1 6 c |ihu − u|1,à ïðèâëåêàÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà, áóäåì èìåòü
‖ihu − uh‖1 6 c ‖ihu − u‖1.Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, îòñþäà ïîëó÷àåì æåëàå-ìóþ îöåíêó

‖uh − u‖1 6 ‖uh − ihu‖1 + ‖u − ihu‖1 6 c ‖ihu − u‖1.Çàäà÷à îöåíêè òî÷íîñòè ñâåëàñü ê çàäà÷å îöåíêè èíòåðïîëÿöèè, êîòîðóþìû óæå ðàññìàòðèâàëè. Ìû íå áóäåì áîëåå ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà ýòó òåìó.Çàìå÷àíèå 4. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â òîì ñëó÷àå,êîãäà îáëàñòü èìååò êðèâîëèíåéíóþ ãðàíèöó è èñïîëüçóåòñÿ èçîïàðàìåò-ðè÷åñêàÿ òåõíèêà, ñòàâèòñÿ àíàëîãè÷íî (27), (28) ñ î÷åâèäíîé çàìåíîé
a(uh, vh) è l(vh) íà ah(u

h, vh) è lh(v
h).
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